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Resumen.- El comportamiento mecánico del 
hormigón sigue siendo un problema no re-
suelto en cuanto a la modelización según 
las teorias de la mecánica del continuo, 
a pesar de tratarse de un material am-
pliamente extendido en su uso. Una de -
las facetas más caracteristicas de su -
comportamiento, la fisuración, represen-
ta tal vez el aspecto más dificil de tra 
tar en los modelos bi y tridimensionale~ 
En este articulo se describe u~ mo-
delo propuesto de comportamiento [1J que 
salva el compromiso entre complejidad y 
aplicabilidad: La fisuración es conside-
rada como un deterioro del material -da 
ño, tal vez- y su orientación no es re= 
gistrada en la historia; al igual que -
ocurre en la Teoria de la Plasticidad, 
existe un trabajo de fisuración que sir-
ve para medir el deterioro existente. El 
modelo es además compatible con la plas-
ticidad como tal, tipica del comporta- ' 
miento a compresión del hormigón. 
Dicho modelo, junto con una versión 
modificada del método de longitud de ar-
co para resolución de problemas no linea 
les, es implementado y utilizado para la 
resolución de·algunos ejemplos. 
1. l-10DELO ELASTO-FISURABLE 
En los modelos de fisura difusa [2] 
la fisuración se entiend~ corno un fenó-
meno continuo y cuando se implementan -
en el M.E.F. la zona fisurada se extien-
de al área o volumen de integración de 
un punto de Gauss corno mínimo. Una vez 
satisfecho el criterio de fisuración -
(criterio de tensión o deformación prin-
cipal máxima) en el punto en cuestión, 
se anota la dirección de fisuración y se 
gún su normal se adopta un diagrama te~­
sión-deforrnación de fisura (ver fig. 1) 
299 
Abstract.- The mechanical behavior of -
concrete is still a non-solved problem 
about its rnodelization within continuum 
mechanics theories, even though it is a 
widely used material. Cracking is perhaps 
one of the most difficult aspects of its 
behavior in bi a three-dirnensional mo-
dels. 
In this paper it is dyscribed a pro 
posed rnodel of behavior [1J not too sim= 
ple not too out of application: crackin~ 
is considered as a damage in the mate-
rial and its orientation is not recorded 
in the history; like in Theory of Plasti 
city, there is a cracking work that is -
a rneassute of darnage. Even more the me-
del is compatible with real plasticity, 
as i t appears 'in the compression behavior 
of concrete. 
This model and a modified version -
of the arc-length rnethod for the resolu-
tion of non-linear problems are implemen 
ted and used for the solution of sorne --
_exarnples. 
en los siguientes estados de carga. El -
área de dicho diagrama de reblandecimien 
to por deformación se define como -
Gf ( 1 ) 
donde 
Gf = f a deS 
es la energía de fractura por unidad de 
área (integral del trabajo de la tensión 
durante la apertura de la fisura) [3] y 
le es una longitud característica o an-
cho de fisura que se relaciona con el -
área o volumen de integración {A o V) y 
la forma del elemento en el M.E.F. Gene-
ralmente, se toma 





Fig. 1.- Diagrama de reblandecimiento 
por deformación en el modelo de fisura 
difusa. 
Interpretando la fisuración corno un 
fenómeno plástico, se supone que la de-
formación total se puede descomponer en 
una parte elástic~ y otra de fisuración 
de:= de:e-+ de:c {2) 
'V 'V 'V 
relacionándose la deformación elástica 
con la tensión a través de la matriz -
elástica D, según 
'V 
do = D de:e {3) 
'V 'V 'V 
Es preciso, además, definir los si~ 
guientes conceptos respecto a la defor-
mación de fisura: 
- criterio de fisuración. 
- regla de fisuración. 
ley de reblandecimiento por fisu-
ración. 
por analogía con criterio de plastifica-
ción, regla de plastificación y ley de -
endurecimiento por deformación, respecti 
vamente. -· 
Corno criterio de fisuración se pue-
d~ elegir el criterio de la tensión prin 
cipal máxima positiva [4], que suponien= 
do endurec~fuiento isótropo se escribir&: 
(4) 
donde 
fc{o) = función de fisuración {= o ) . 
"' I 
oc tensión límite de fisuración 
{= ft inicialmente) . 
-e 




-e de: = (5) 
Obsérvese que existe una relación 
biunívoca entre el parámetro de reblan-
decimiento Ec y el trabajo de fisuración 
definido por: 
dWc = OT de:c (6) 
'V '\., 
puesto que si se adopta oc=oc{Wc) 1 se -
tiene según (5) y (6): 
d\'7c 
A partir del criterio de fisuración 
(4) se puede obtener el equivalente a la 








La regla de fisuración, por analo-





dOnde :\, el multiplicador de fisuración, 
se iguala salvo una constante a la defor 
rnación equivalente de fisuración cuando-
fe(~) es una función homogénea de grado 
1, es decir, 
(9) 
Por último, la ley de reblandeci-
miento por fisuración se conoce a través 




( 1 o) 
que se puede obtener de diagramas experi 
mentales como el de la figura 1. 
Ahora es posible obtener la rela-
ción tensión-deformación total de la mis 
rna forma que se hace en plasticidad. Pa= 
ra ello se introducirá por brevedad la -
notación: 
af 
a :;: ...,.._2. d D a ( 11 ) 
'\.,C a o "'e '\., "'e 
'\., 
y se combinarán ( 2} y ( 3} para obtener: 
do D de: D de: e 
'V 'V '\., '\., '\., 
que sustituyendo (8) 1 (9) y (11) resulta: 
d -e Z ~ d~ ~e de: ( 1 2) 
ofc T 
Prernultiplicando (12) por (---) y 
utilizando (7), (10) y (11) sepu0&edes 
pejar la deformación de fisuración 
dEc = ( H' + a T d ) - 1 d T dE: ( 13) 
e ~e ~e ~e ~ 
e introduciendo (13) en (12) se obtiene 








D dE: ~e e ~ 
- d (H' 
~e e 
( 14) 
T d ) -1 d T + a ~e ~e ~e 
( 15) 
La integración de la ecuación (14) 
dentro de las técnicas del M.E.F. puede 
realizarse según los métodos habituales 
en plasticidad (ver referencias [s] y -[6]) . 
En este modelo de fisuración, a di-
ferencia de otros normalmente utilizados 
<[2], [4]), el deterioro producido por-
la fisuración es medido por una variable 
(Ec) , pero la dirección de formación de 
la fisura no se mantiene fija. 
2. MODELO ELASTO-PLASTO-FISURABLE CON 
EFECTOS TERMICOS 
En este apartado se ampliará· el mo-
delo descrito para incorporar en él la -
plasticidad característica del comporta-
miento a compresión del hormigón y los -
efectos térmicos,tanto sobre la produc-
ción de deformaciones iniciales corno so-
bre el cambio de las propiedades mecá-
nicas. 
Estos efectos térmicos son de espe-
cial importancia cuando se estudia el -
comportamiento estructural ante un acci-
dente en el edificio de contención de -
una central nuclear [1] o el comporta-
miento en general de las estructuras de 
hormigón durante incendios. 
En este modelo, la deformación to-
tal se descompondrá en: 
dE: = dE:0 + dE:e + dE:p + dE:c (16) 
~ ~ ~ ~ ~ 
siendo: 
dE: o 
= diferencial de deformación ini-~ cial (di1latación térmica). 
dE: e diferencial de deformación elás 
~ tica. 
dEp diferencial de deformación plás-
~ tica. 
dE: e diferencial de deformación de 
~ fisuración. 
Utilizando la matriz de flexibili-
dad A (T) = o-1 (T) ( funci<Sn de la tempe-
ratur~ T), ~1 diferencial de deformación 
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elástica se puede escribir como: 
dE:e = A do + dA a ( 17) 
Premultiplicando (17) por ~ se ob-
tiene: 
do = D dE:e - D dA a 
y sustituyendo (16): 
do = D de' - D dEp - D dEC ( 18) 
donde 
Es este el momento de introducir -
los criterios de plastificación y fisu-
ración: 
F f (o) -p T) o p - p ~ op(E: , 
( 19) 
f (o) -e T) o F 
- - oc(E: ' = e e ~ 




a a ____E 
~ ~p ~ ~p a o ~ (20) 
af 
dE: e dE' e e a a = aa ~ ~e ~e ~ 
así como las respectivas leyes de endure 
cimiento: 
H' p a~P 




siendo E'p y E'c las deformaciones equiva~ 
lentes plástica y de fisuración, respec-
tivamente. 
Respecto a la elección de los crite 
rios (19), para la fisuración se adopta= 
rá el criterio de la máxima tensión prin 
cipal de tracción (corno en el modelo - -
elasto-fisurable) y para la plasticidad 
el criterio de Ven-Mises. Esta parece -
ser una aproximación razonable a la rea-
lidad en la que la sección de la superfi 
cie de fallo del hormigón según el plano 
desviador presenta una forma triangular 
en la zona de tracción para ir regulari-
zándose hacia una circunferencia de ra-
dio constante en la zona de compresión -
[4] (ver fig. 2). La elección de los ci-
tados criterios permite concentrar los -
efectos térmicos sólopsobre los términos 
del límite plástico a y el límite de fi 
suración oc, tal y como se hace en (19)-:-
/3-r 
o 
Fig. 2.- Secciones de la 9Uperficie de 
fallo del hormig6n en el pla~o d~~viador 
y el plano de Rendulic. 
Las ecuaciones de cona..:i.{st,enc:L.a se 
obtienen tomando diferenc~1es e~ (19); 
e introduciendo (21): 
T do H' d'Ep + aoP dT a 
-w 'Vp 'V p 
(22) 
T e 
a do H' d'Ec + lQ_ dT 
"'e 'V e aT 
Las manipulaciones para obtener la 
relaci6n tensión-deformación parten de 
la consideraci6n de ( 20) en ( 18) , es de-
cir, 
do o: de:' d d'EP 
-
d d'E 0 
'V 'V 'V 'Vp rvC (23) 
d D ~p d D a rvP 'V "'e 'V "'e 
Premultiplicando (23) por ~T y ~T 
en sucesivas veces y comparando gon r~2) 
se obtiene el sistema de ecuaciones: 
(H 1 +aTd )dcP+aTd dec=dTde:'- aoP dT 
P 'VP'VP rvp'VC rvp 'V a T 
aTd dep+(H'+aTd )de0 =dTde:' acre dT 
'VC'Vp C rvC'VC '\,C ,'V - aT 
que puede escribirse en forma matricial 
como: 
{ [H 1 J + [~] T [~] } [d~] = [~) Td~'- [ ~~ dT J 
(24) 
donde: 
[11' l· [ 
H' o l [a] [a p '\., '\.,p o H' [d] = [d e '\., '\.,p a ] 'Ve d ] 'Ve 
[dEP [ aaP ] aT dT [de]= [a o dT = aT 
ao
0 
d€c aT dT 
(25) 
302 
Las deformaciones equivalentes se -
pueden despejar de (24) como 
[dE"]= ( [H 1] + [~] T (~]} -1 { [~] Td~'- [~~ dT]} 
( 26) 
Por último, introduciendo (25) en 
(23): 
d z = ~ d ~ 1 - [~] [dE" J 
y sustituyendo (26) se obtiene la rela-
ción buscada: 
do=D de: 1 +[dj{(H 1 ]+[a]T[d]}- 1 [~To dT] 




Como se observa, las expresiones -
(27) y (28) son parecidas a (14) y (15) 
si se incorporan los términos debidos al 
efecto de la temperatura. 
De este modo la fisuración y la -
plasticidad se pueden producir simultá-
heamente en un punto como fenómenos aco-
plados mediante un modelo matemático que 
supone una generalización de la Teoría -
de ~a Plasticidad. 
3. METODO DE RESOLUCION 
El método numérico adoptado para la 
resolución del problema no lineal es una 
versión modificada del método de longi-
tud de arco esférico propuesto por Cris-
field [7]. 
El método de longitud de arco resul 
ta muy adecuado para la resolución de --
problemas no lineales como la fisuración 
por su capacidad de trazar puntos lim~tes 
(fig. 3) con gran ventaja sobre otros mé 
todos, así como la facilidad con la que-
permite la implementación de un tamafio -
del incremento automático. 
Carga 
Desplazamiento 
Fig. 3.- Curva de carga con puntos lí-
mites. a) rebote hacia delante. b) rebo-
te hacia atrás. 
Dicho método pertenece a una fami-
lia de métodos que iteran entre dos pun-
tos de equilibrio utilizando un nivel de 
carga variable y necesitando por tanto 
una ecuaci6n de vínculo adicional para 
esta nueva inc6gnita. 








'Aq - f(u) 
'V 'V 'V 
vector de desplazamientos 
(29) 
nivel de carga (carga proporci2 
nal). 
~ = vector de cargas de referencia 
f(u)= vector de fuerzas internas 
'V 'V 
y la correcci6n del~vector de desplaza-
mientos entre dos iteraciones es dada -
por: 
ou(u,A) = K- 1 (u) q (u,).) (30) 
'V'U 'V""~"" 
siendo K la matriz de -rigidez tangente 
que pue~e ser calculada en cada itera-
ción (Newton-Raphson) o en el punto ini-
cial del paso (Newton-Raphson modifica-
do). 
Corno ecuaci6n adicional de vínculo 
es utilizada la esfera propuesta por -
Crisfield: 
A T A = Al2 uU. uU. u ( 31) ""~ ""~ 
donde el radio Al representa la longitud 
de arco en la curva de carga que es pre-
fijada para el paso o incremento, norma! 
mente en fun~i6n del número de iteracio~ 
nes deseado L8]. · 
Para el desarrollo del método se -




AU. 1 AA; ""~ ... 
vector de desplazamientos y 
nivel de carga en la última 
iterac16n del paso anterior. 
= las mismas magnitudes en la 
iteración i. 
= incrementos en la iteración 
i. 
correcciones en la itera-
ción i. 
y se entenderá que: 
u. 
'V~ 
AU.= AU. 1+oU. l:.A. =A)... 1+o'A. 'V~ ""~- ""~ ~ ~- ~ 
i=1,2, ... 
( 3 2) 
303 
Suponiendo que al final de la úl-
tima iteración del paso anterior el equi 
librio era perfecto, esto es, 
A_ 1 q- f(u_ 1 > =o 
'V 'U 'U 
el incremento iterativo inicial del paso 




* -1 ou K _ 1 q 
""o "" "" 
Y A' puede ser obtenido sustituyendo -( 3 J) 0 en ( 3 1 ) : 
Al 
+ 
para lo cua1Tse utilizará el signo del 
producto ou0 q. 'V 'V 
Los siguientes incrementos iterati-
vos son calculados utilizando procedi-
mientos distintos a los propuestos por -
Crisfield: 
Primero, el nivel de carga es corre 
gido de manera que se haga mínima la nor 
ma del vector de fuerzas residuales: 
d.~ [g (u . 1 , A . ) T g (u . 1 , 'A . ) J = O i "' 'V~- ~ "" rv~- ~ 
y sustituyendo (29) en (34): 
T f(u. 1 ) n 





Segundo, un incremento del vector -
de desplazamientos de prueba es construí 
do en la forma: 
Au. t:.ui-1 + oü. ""~ 'U "V~ 
( 3 6) 
donde: 
oü. -1 f (u. 1 ) ~ Ki-1 ~-
'U 'V 
(37) 
Y tercero, el verdadero incremento 
del desplazamiento en la iteración es -
calculado como: 
(38) 
obteniéndose el escalar y al sustituir 
( 38) en ( 31) , esto es, 
Al 
de manera que la ecuación de vínculo es-
férico queda satisfecha a través de un -
retorno radial de óu .. 
'V1 
Esta versión del método de longitud 
de arco tiene la ventaja sobre la pro-
puesta por Crisfield de dar siempre una 
solución en cada iteración, es decir, no 
presenta el problema de la "no existen-
cia de soluciones" en algunos casos de 
no linealidad material, según menciona -
dicho autor respecto a su m~todo [a]. 
En la figura 4 existe una interpre-
tación geométrica de las expresiones -
(31), (36) y (38) para un problema de-
dos grados de libertad. 
~------------------------------------u, 
Fig. 4.- Interpretación geométrica del 
método. 
Sin embargo, en algunos casos, exis 
te un problema específico de esta ver- -
Sión del método que consiste en una vuel 
ta atrás dentro de la curva de carga. La 
solución consiste en la sustitución de -
la ecuación (36) por: 
óu. = óu. 1 + a ou. 
"'1 "'1- "'1 
donde a se elige de manera que: 
o < a ~ 
e os 
siendo e una constante cuyo valor más -
adecuado se ha obtenido experimental-
mente (0,8 ó 0,9). 
La generalización de este método -
para el caso de la aplicación sucesiva 
de varias combinaciones de carga y la -
dependencia de las fuerzas internas res-
pecto al nivel de carga (car~a de tempe-
ratura) puede hallarse en [1J. 
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4. EJEMPLOS DE APLICACION 
El modelo de comportamiento propues 
to, junto con la versión modificada del-
método de longitud de arco han sido im-
plementados en un programa de ordenador 
para estructuras axisimétricas de hormi-
gón. Dicho programa ha permitido la reso 
lución de algunos ejemplos. -
El primer ejemplo se refiere al es-
tudio de la propagación de la fisuración 
radial en un cilindro de pared gruesa de 
hormigón sometido a presión interna. Se 
trata de un caso analizado por Argyris y 
otros [9], cuya geometría y caracterís-
ticas aparecen en la figura S, junto con 
la malla de elementos finitos empleada -
por dichos autores. 
. 
t 
' i 1111111111111111111111 ¡ (u • O 
Fig. 5.- Cilindro de pared gruesa sometí 
do a presión interna. Argyris [9]. -· 
En el análisis realizado por Argy-
ris y sus colaboradores se empleó un mo-
delo elástico con un criterio de fallo -
del tipo Mohr-Coulomb truncado en la zo-
na de tracción para ft = 44 Kgf/cm 2 • La -
figura 6 muestra las curvas de carga ob-
tenidas para dos casos limite de compor-
tamiento (modelo dúctil y modelo frágil), 
as! como otro intermedio (caída hasta -
ft = 22 Kgf/cm2 ), que da lugar a una car-
ga de rotura que coincide con la obteni-




Fig. 6.- Resultados de Argyris [9] . 
El mismo analisis fue realizado con 
el modelo aquí propuesto, para lo cual -
se introdujo la malla de la figura 7 en 
el citado programa. Respecto a las cara~ 
ter!sticas del material, se tomó un dia-
grama tensión-deformación de fisura -
(fig. 1), con forma triangular y valores 
de la energía de fractura de Gf : 0,075; 
0,118 y 0,225 Kgf/cm. 
11111 1 1 1 1 : 1 1 
Fig. 7.- Malla utilizada con el presente 
programa. 
En la figura 8 aparecen las curvas 
de carga obtenidas con dichos valores de 
Gf• La curva intermedia fue obtenida por 
tanteo para ajustar el valor experimen-
tal de la presión de rotura. La princi-
pal diferencia de estas curvas con las -
que aparecen en la figura 7 estriba en -
la existencia.de una rama descendente en 
las primeras que no puede obtenerse con 
un método de nivel de carga constante -
dentro de cada incremento como el emplea 
do por Argyris en las segundas. -




------ p•141 kgf/cm2 
- Gf•.225 kgf ... CIII 
.. - 1 Gf•. 118 kgf/c111 
- Gf•.075 kgf"c .. 
e.,_--_,s~---.,"=0--........ ,J:-s--~20"' CcmiiiE:-4> 
Fig. 8.- Resultados obtenidos con el pr~ 
sente programa. 
En todo caso sigue existiendo el -
problema de la falta de información deta 
llada del comportamiento post-fisura, --
siendo en este ejemplo una fuente de -
gran variabilidad en los resultados. 
En la figura 9 se recoge nuevamente 
la curva obtenida para Gf = 0,118 Kgf/crn, 
indicando la profundidad de la fisura-
ci6n radial en algunos estados. 
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2B0 p (kgf/cm2l 
150 
100 
50 Gf•.118 kgf/cm 10 els. 
0 1----.........,5~~-~1 ~0-----.71 ~5 ~...._.~~20 u C cm* 1 E-4 l 
Fig. 9.- Propagación de la fisuración ra 
dial. 
El segundo ejemplo se refiere a una 
estructura de mayor complejidad. Se tra-
ta de una tapa de reactor pretensada y -
sometida a presión interna (fig. 10). -
Las características y los resultados ex-
perimentales fueron tornados de Campbell-
Allen and Low (10]. 
1"1" 1 !1,... ,. __ "'"'" .... "'-.. -.c,.:-::,--:--t: cables de prete!! 
rfñ 1 1 ¡ sado 
E 
·o·• ·,~ 0·., .<J·.o ·a ·0'11' ... ·o~ o (): ó • ,. ·. o Q· .. : oo•f-
"' 
• 1 <o·. o:. •o: ·,¡,o o. ~ .o 0 -~·& ~-e . ···r ro . o., . . . . . . 
·6: ~:ó;T. t~· t f ff~ i 
r 1 .,, .,, 
4J.J "1 "1"' , presión intern a 
Fig. 10.- Tapa de reactor sometida a pr~ 
sión interna. 
Este problema no pudo ser resuelto 
con la versión conocida del método de -
longitud de arco [7] poco más allá de la 
zona lineal. En la figura 11, sin embar-
go, se muestra la solución obtenida con 
la versión del método aquí presentada -
junto a los resultados experirnetales. Se 
puede observar que la solución analítica 
obtenida con el modelo de comportamiento 
propuesto presenta una gran abundancia -
de afilados puntos límite que explican -
las dificultades de integración. 
Respecto a las discrepancias con la 
curva experimental, deben achacarse a un 
desconocimiento del parámetro Gf real, -
así como la forma del diagrama tensión-
deformación de fisura. Por otro lado di-
cha curva experimental ha de considerar-













problemas en los cuales hay un fuerte -
comportamiento no lineal en el material 
que conduce al problema de "no existen-
cia de soluciones" en la versión stan-
dard del método de longitud de arco. 
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